UCG, PMF, Matematika, Matematika i racunarske nauke 1

Statistika

Tackasto ocjenjivanje nepoznatog parametra

Neka je (X1,...,X,) (prost slucajni) uzorak obiljezja X s kona¢nim oc¢ekivanjem m i disperzijom o2.
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(a) Dokazati da je X, = — E X}, nepristrasna (centrirana) i postojana ocjena za m.
n
k=1
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(b) Ispitati nepristrasnost ocjene Si = Z(Xk — X ,)? za disperziju o2
k=1
n—1
(c) Odrediti konstantu ¢ tako da 7T}, = CZ(XkH — X3)? bude centrirana ocjena za o>.
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Slijedi da je X,, centrirana ocjena parametra m.
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DXn:D<n];Xk>:n22DXk:n2-na =—.

Postojanost slijedi na osnovu Hinc¢inovog zakona velikih brojeva.

Dokazimo po definiciji. Neka je € > 0 proizvoljan broj. Tada, koristeéi Cebisovljevu nejednakost,
dobijamo:
DX, o?

P{|Xn,—m|>e} =P{|X,—EX,|>¢c} < = :@HO, pri n — o0,

pa slijedi da X, N m, pri n — oo, odnosno X, je postojana ocjena parametra m.



(b) Vazi
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Slijedi da S, nije centrirana ocjena za o, ali jeste asimptotski centrirana, jer vazi

— 1
ESi:a2 (1—) — 02, prin — .
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Primijetimo da iz Egi =02 ”Tfl slijedi
n o —2
E<n1 -Sn> =02,
pa je
-~ n —2 ]. i 2
S2 = .S, = X, - X
" n—1 """ mn-1 (X n)
k=1
centrirana ocjena za o?.
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= ¢(n — 1)(EX? — 2E(X1)E(X2) + EX3)
(n—1)(2EX? — 2(EX)?)
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Da bi ocjena T;, bila centrirana treba da vazi 2¢(n — 1) = 1, odnosno ¢ = =1y
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U kutiji se nalazi N kuglica numerisanih brojevima od 1 do N, N je nepoznato. Iz kutije se po modelu

sa vracanjem izvlace dvije kuglice. Neka je X; broj na prvoizvucenoj, a Xo broj na drugoizvuéenoj
kuglici. Nepoznato N ocjenjuje se statistikom
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V= §maX{X1,X2} 71

Nadi EV.
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Neka je Yo = max{X;, Xo} uzoracki maksimum.
Raspodjela slucajne veli¢ine Y5 je:
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Ocekivanje za Ys:
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U kutiji se nalaze bijele i crne kuglice i znamo da ih ukupno ima N > 1. Iz kutije se (a) po modelu
sa vracanjem (b) po modelu bez vra¢anja izvlaci n kuglica (u slucaju (b) pretpostaviti n < N). Neka
je un broj bijelih kuglica u uzorku od n izvucenih, a M nepoznati broj bijelih kuglica u kutiji (prije

izvlacenja). Vjerovatnoéa p = % se ocjenjuje statistikom py = £2. Izracunati Epj, i D pj,.
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(a) Ocigledno py, : B(n,p), pa je
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Epp = —Epn=—-np=p
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(b) U ovom slucaju je p, : H(M,N — M,n). Koristeéi indikatore (uraditi za vjezbu!) dobija se
Epp = M § Dy, = RMWN_MWN=n) 1 5
n N Hn N2(N-1) , pa je
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Obiljezje X ima U(0,260), @ > 0, raspodjelu, 6 je nepoznati parametar. Parametar 6 se na osnovu
uzorka (X7, ..., Xo,41) ocjenjuje statistikom Y, 11 (n+ 1-va po veli¢ini u datom uzorku). Dokazati da
je ocjena Y, 41 postojana.

<

Gustinu k-te statistike poretka Y3 smo izvodili na predmetu Teorija vjerovatnoce (pogledati Primjer
2.5.42.).

Potrazimo k-tu statistiku poretka uzorka (X7, ..., X,) apsolutno-neprekidnog obiljezja X ¢ija je funkcija
raspodjele F'(+) i funkcija gustine f(-), na nesto drugaciji nacin.

Neka je W, = {j : X; <z}. Tada vazi

R (o) = (Y <o) = PO 2 ) = 3 (1) (F@)i(1 = Pl
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Diferenciranjem dobijamo
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Korsiteéi poznate binomne identitete
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Za dobijanje posljednje jednakosti smo uocili da je

n—1 n
S (" ) repa - r@yi= 3 (7)) peyi,

=k > 7 o N

Dakle,

T P 0= P ),

fYk (J:) =
Gustina (n 4 1)-ve statistike poretka uzorka (X7, ..., Xo,1) obiljezja X : U(0,26) je:
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0, inace.
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Podsjetnik iz Analize.
Beta funkcija B(r, s), r,s > 0, definiSe se kao

1
Bwﬁ)p-/)ﬂ_Wl—tf”dt
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Pokazuje se da vazi

L(r)T'(s)
B = ——"
(r;8) T(r+s)’
gdje je sa I' ozna¢ena gama funkcija I'(a) := 0+: to=te=tdt, a > 0.

Potrazimo ocekivanje i disperziju za Yy 41:
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EY2,, = (27;;;,1)' .20 /020 (2%)%2 (1- ;—H)ndx

2n 4 1)! !
- (”'Jr')-zw?/ 721 — f)ndt
nn: 0
2 !
:w.492.3(n+3,n+1)
nln!
~ (2n+1)! 402 F'n+3)I'(n+1)
n!n! I'(2n+4)
_ @+ 1)t o (n+2)n!
nln! (2n + 3)!
_ 2n—|—4927
2n+3

pa je
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DY, | = = = .
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Neka je € > 0 proizvoljan broj. Tada, koriste¢i Cebisovljevu nejednakost, dobijamo:

DY, 1 62 :
P {|Yn+1 - 9| > 5} =P {|Yn+1 - EYnJrl‘ > 6} < 22 = (271, T 3)52 — 07 prin — oo,

.. P . . . .
pa vazi Y41 — 0, pri n — 0o, odnosno Y, 1 je postojana ocjena parametra 6.
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